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Resumo

Este trabalho é motivado por uma questao da Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas-OBMEP. Nesta, nos deparamos com a definicao de Numeros Paren-
tes e a relacao destes com divisibilidade, que era tema dos nossos estudos. Além de
resolver a questao em si, demonstramos resultados interessantes sobre esta classe de
numeros, fizemos uma contagem dos elementos destes e propomos uma generalizacao
desta definicao. Nao foi encontrado na teoria, além da questao, nada que envolvia estes
nameros, isso nos fez aprofundar ainda mais em nossos resultados. Por fim deixamos
ao leitor, algumas curiosidades e temas para possiveis trabalhos futuros.

Abstract

This work is motivated by a question from the Brazilian Olympiad of Mathematics of
Public Schools-OBMEP. In this, we are faced with the definition of Relative Numbers
and their relationship with divisibility, which was the subject of our studies. In addition
to solving the question itself, we have shown interesting results on this class of numbers,
we have counted their elements and we propose a generalization of this definition. In
theory, besides the question, nothing involving these numbers was found, which made
us go even deeper in our results. Finally, we leave the reader with some curiosities and
themes for possible future works.

1 Introducao

Analisando varias questoes de olimpiadas de matematicas nacionais e internacionais,
nos deparamos com alguns ntimeros interessantes; dentre estes, os Numeros Parentes
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nos chamou bastante atencao. Além de sua definicao abstrata e devido a falta de
teoria sobre o assunto, concluimos que existe muita coisa a ser estudada, generalizada
e aprofundada sobre estes niimeros.

Na teoria encontramos outros ntiimeros curiosos, dos quais podemos citar os Niimeros
Misticos [2], Perfeitos [3] e Amigos [4, 6]. Nao foram encontrados nada sobre essa
interessante classe de nimeros, os Niumeros Parentes.

Seria interessante que o leitor tenha alguma fluéncia com certos conceitos e propri-
edades de divisibilidade e sistemas de numeragao, caso precise consultar [5, 7].

Na prova da olimpfada de matemdtica OBMEP-2020 [1], mais precisamente na
Questao 30 do nivel 3, conforme podemos ver abaixo, encontramos estes Numeros Pa-
rentes, o que motivou este trabalho e uma parte de uma dissertagao de mestrado.

Seja ab um nimero inteiro de dois digitos. Um inteiro positivo n é um parente de
ab se:

i) O digito das unidades de n também é b.
ii) Os outros digitos de n sao distintos de zero e somam a.

Por Exemplo, os parentes de 31 sao 31,211,121 e 1111. Encontre todos os niimeros de
dois digitos que dividem todos os seus parentes.

Ao analisarmos a questao, apds resolvermos a mesma, nos deparamos com algumas
observagoes sobre os ntimeros parentes de um inteiro de dois digitos. Antes de citarmos
tais observagoes, fazer uma contagem geral destes nimeros, resolver esta questao e
deduzirmos resultados novos sobre essa classe de nimeros, generalizamos a definicao de
nimeros parentes dada na questao da OBMEP, da seguinte forma:

Definicao 1.1. Seja ab € Z. Um nuimero x € Z escrito na base 10 é dito um parente de

ab se:

i) © =y Yyr—1...1b, para algum r € N e y; # 0, para todo 1 <i < r;

ii) Zr:yi = aq.
i=1

Note que a Definicao 1.1 é equivalente a dada na questao, diferindo apenas que no
primeiro item escrevemos o numero x € Z na base 10 e destacamos que o algarismo
da unidade sempre deve ser o b. Esta definicao nos fez pensar em alguns exemplos de
parentes de um inteiro de dois digitos, dos quais citamos:

FExemplo 1.1. Seja ab = 87 € Z. Entao, alguns dos parentes de 87, sao:

87,627,5217,42117, 111111117, . . ..
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Claramente, no Fxemplo 1.1, nao estao listados todos os parentes de 87, nimero
447 é parente de 87 e nao estd listado. Quantos seriam e quem seriam todos os parentes
de 877 E se pensassemos no numero 78 € 77 Claramente, nao teriamos os mesmos
parentes de 87 pois o algarismo da unidade é diferente, mas sera que teriam a mesma
quantidade de parentes? Além destas, nos deparamos com as seguintes questoes sobre
os Niumeros Parentes:

(01) Os parentes de um niimero inteiro arbitrario ab formam um conjunto infinito?

(02) Fixando b € N um natural de um algarismo e variando a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
o conjunto formado pelos parentes de ab, para cada a, possui quantos elementos?

(03) Tomando ay,ay € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, o conjunto formado pelos parentes de a;b
e asb possuem alguma relagao?

(04) Os parentes de ab se relacionam com o nimero ab? Se sim, como? Quais seriam
estas relacoes?

(05) Poderiamos generalizar a definicao de um parente de ab € Z, para parentes de
abc? e para um inteiro de n algarismos a,a,_1...a; € Z? Como seriam tais
defini¢oes? Serda que para estas, ainda valem as mesmas propriedades e resultados
obtidas com a Defini¢ao 1.17

Procuramos referéncias sobre Nimeros Parentes de ab € Z e, além da questdo pre-
citada, nao encontramos em nenhuma bibliografia algo sobre esta classe de ntimeros.
Este fato, a curiosa definicao, os questionamentos feitos e as possiveis generalizacoes,
motivaram este trabalho.

Iniciamos nossa analise destes ntumeros, fixando um algarismo da unidade b €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e variando, inicialmente, a € {1,2,3,4}. Deste modo, observa-
mos que:

Observacao 1.1. Um nimero inteiro de dois digitos ab sempre sera parente dele mesmo.
Além disso, como a soma dos algarismos diferentes de zero de um parente de ab é sempre
a, entao o numero 111...1b, onde a quantidade de 1 é a, é também uma parente de ab.
Durante este texto, estes recebem o nome de Parentes Triviais de ab.

Observagao 1.2. O conjunto formado pelos parentes de ab, a medida que o algarismo a
cresce, possuem cardinalidade crescente. Denotando por N P(ab) - Numeros de Parentes
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de ab e por P(ab) - O conjunto dos parentes de ab, temos:

Se P(1b) = {1b}, entao NP(1b) =1

Se P(2b) = {2b;11b}, entao NP(2b) =2

Se P(3b) = {3b;21b; 12; 1110}, entdo NP(3b) = 4

Se P(4b) = {4b; 31b; 13b; 22b;211b; 121b; 112b; 1111}, entdo N P(4b) =8

Portanto, temos que
NP(1b) =2° < NP(2b) =2' < NP(3b) =2° < NP(4b) =2° < ...,

estas quantidades serao muito importantes na proxima sessao, onde faremos a contagem
de NP(ab).

Observagao 1.3. Analisando os parentes de ab, verificamos sem muita dificuldade que,
independente de quem seja o algarismo a, os Parentes Triviais de ab sempre possuem
dois algarismos, sendo este ele mesmo ab e (a + 1) algarismos, onde este é formado por
uma quantidade a de nimeros 1 e, o ultimo algarismo como sendo o b.

Neste momento, vamos a parte que demandou mais tempo e dedicacao na realizacao
deste trabalho, que foi realizar a contagem destes niimeros.

2 Contagem dos Numeros Parentes

No intuito de fazermos uma contagem dos nimeros parentes de um inteiro ab, para o
algarismo b fixado e a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, listaremos os elementos de alguns dos
conjuntos P(ab) e, posteriormente mostraremos um padrao.

De forma a determinar um padrao para a contagem dos elementos de P(ab), para
um digito a arbitrario, em cada um dos itens listados abaixo, realizaremos um estudo
para cada um dos conjuntos descritos, denotando a qualquer, da seguinte maneira:

i) Paraa=1

P(1b) = {1b}.
Se a = 1, no conjunto anterior, entao:
P(ab) = {ab},

onde obtemos apenas 1 parente com 2 algarismos, o qual sera denotado no texto
por (2A) e este é o parente trivial. Portanto, neste caso, temos:

1(24),

onde 1 denota a quantidade de parentes.
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ii) Para a =2

P(2b) = {2b,11b}.
Sendo a = 2, em P(2b), segue que
P(ab) = {ab,a — (a — 1) b}.
—_——

a~algarismos

Note que, P(1b) C P(2b) e, do conjunto P(1b) para P(2b), aumentam-se apenas
1 elemento, no caso, a — (a — 1)b.

Logo, obtemos 1 parente com (2A4) e 1 com (3A4), no caso apenas os parentes
triviais:

1(2A4) 1(3A)

iii) Para a =3
P(3b) = {3b,21b,12b, 111b}.
Se atribuirmos, para buscar um padrao, a = 3 em P(3b), teremos que:
P(ab) = {ab, (a — 1)1b, (a — (a — 1)) b}.
—_—

2x a-algarismos

Observe que, utilizamos apenas a permutagao de (a —1) e 1 no segundo e terceiro
parente de (3b), este ultimo omitido. Gerando portanto 2 elementos de (34) e o
ultimo parente é o trivial a — (a — 1)b, com (4A).

Além disso, P(2b) C P(3b) e, do conjunto P(2b) para P(3b), foram adicionados
2 elementos, no caso, (a — 1)1b e 1(a — 1)b.

Adicionalmente, neste caso temos, além dos parentes triviais de (24) e (a + 1) A,
temos 2 parentes nao triviais de (3A):

1(24) 2(34) 1((a + 1)A).
iv) Para a =4

P(4b) = {4b,31b, 13b, 22b, 211b, 121b, 112b, 1111b}.

Utilizando o mesmo raciocinio do item anterior, ou seja, atribuindo a = 4 em
P(4b), temos que:

P(ab) = {ab, (a — 1)1b, (a — 2)2b, (a — 2)11b(a — (a — 1)) b}.
T R e
X X X a-algarismos
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Aqui, além dos elementos do conjunto formado pelos parentes de (3b), obtivemos
os termos da forma (a — 2)2b, o qual é tomado apenas uma vez por conta de que
2(a — 2)b, para a = 4, é o mesmo numero. Paralelamente a este termo, temos
(a — 2)11b e estes foram obtidos através da reescrita do algarismo da unidade 2,
pelos seus fatores e formam o conjunto de parentes de 4b, com (4A).

E interessante notar que, novamente temos que o conjunto P(3b) C P(4b). Neste
ultimo conjunto, foi adicionado os termos (a—2)2b e, por consequéncia, o conjunto
de termos formado pelos fatores de 2, (a — 2)11b e suas permutagoes. No geral,
do conjunto P(3b) para P(4b), aumentaram-se 4 elementos.

Neste caso, além dos triviais de (2A4) e de (a + 1) A, temos 3 parentes nao triviais
de (3A) e 3 de (4A) :

1(24) 3(34) 3(44) 1((a + 1)A)

Antes de partirmos para o caso em que a = 5, que sera o ultimo antes de obtermos o
padrao e fazermos a contagem dos niimeros parentes, vamos justificar o fato de estarmos
destacando alguns termos em vermelho no texto. O padrao surge destes elementos, do
encaixe dos conjuntos e é bastante curioso que, ao olharmos para os parentes e seus
algarismos, formamos um triangulo de pascal de a = 1 até a = 9 e por consequéncia
deste fato, a contagem segue somando as linhas do triangulo.

Para finalizarmos faremos o caso em que a = 5. A listagem e contagem dos ntimeros
parentes deste é bem trabalhosa, mas nao se compara ao caso em que a = 7,8 e a = 9.
Caberia certamente na sessao de resultados principais, entretanto preferimos colocar a
contagem em destaque nesta sessao.

v) Paraa=5

P(5b) = {5b,41b,14b,32b,23b, ,311b, 131b, 113b,
221b, 212b, 122b, 2111b, 1211b, 11216, 1112b, 111115}

Como feito anteriormente, para a = 5, temos que:

J/

P(ab) = {ab, (a — 1)1b, (a — 2)2b, (a — 2)11b, (a — 3)21b, (a — 3)111b, (a — (a — 1)) b}.
2 2 P A S
X X X X X a-algarismos

Subtraindo-se os elementos do conjunto P(4b) deste conjunto listado, ou seja, de
P(5b), sobram-se os termos (a — 3)21b, suas permutagoes e o (a — 3)111b, que é
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a reescrita daquele com os fatores de 2. Utilizando uma técnica de combinatoria,
mais precisamente a permutacao dos elementos, concluimos que P(4b) C P(5b),
onde aumentaram-se neste iltimo, 8 elementos.

Fazendo uma analise dos elementos de P(5b), verifica-se que existem:

1(24) 4(34) 6(4A4) 4(54) 1((a + 1)A).

Como foi visto, neste caso, ja se torna cansativa a contagem dos N P(5b).
Analisando a listagem anterior dos elementos do conjunto P(5b), nota-se direta-
mente que, para o caso em que a = 6, teremos:

P(ab) = {ab,(a —1)1b,(a — 2)2b, (a — 2)11b, (a — 3)3b, (a — 3)21b, (a — 3)111b,
S
(a —4)22b, (a — 4)211b, (a — 4)1111d, (a — (a — 1)) b}.
?; 8; 3; a—alg;rrismos

Note que a este conjunto P(6b), além dos elemento de P(5b), adicionamos os ele-
mentos (a — 3)3b e mais 3 combinagoes de (a — 3)21b, j& que agora, (a —3) = 3 =
(a — 3)21b = 321 e, consequentemente possui trés elementos a mais do que no caso em
que a = 5, onde neste caso, tinhamos que (@ — 3) = 2 = (a — 3)21b = 221, o qual
permutando os algarismos, obtivemos 3 elementos a menos, como foi descrito no item
V).

Além destes, é adicionado (a — 4)22b e, por decorréncia deste, vieram os elementos
que sao fatores dele, isto é, reescrever o 22 como 211 e 1111 e permutar/combinar o
algarismo (a — 4).

Fazendo a diferenga entre N P(6b) e N P(5b), temos um total de 16 elementos. Ana-
lisando os elementos de P(6b) e associando estes a quantidade de algarismos, obtemos:

1(2A) 5(3A) 10(4A) 10(5A) 5(6A) 1((a + 1)A).
Ao analisarmos a = 7, temos:

1(24) 6(3A4) 15(4A) 20(5A) 15(6A) 6(7A) 1((a + 1)A)

e teremos um acréscimo, de 32 elementos de N P(6b) para N P(7b).

Realizando o que feito anteriormente para a = 8 e a = 9, verificamos que os parentes
de ab, associados a quantidade de seus algarismos, formam o seguinte triangulo de
pascal:
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1(24)
1(24) 1((a + 1)A)
1(24) 2(34) 1((a + 1)A)
1(24) 3(34) 3(44) 1((a + 1)A)
1(24) 4(34) 6(44) 4(54) 1((a + 1)A)
1(24) 5(34) 10(44) 10(54) 5(6A4) 1((a + 1)A)
1(24) 6(3A) 15(4A) 20(5A4) 15(6A) 6(7A) 1((a + 1)A).
1(24) T(34) 21(4A) 35(54) 35(64) 21(TA) 7(8A) 1((a + 1)A).

1(24) 8(3A4) 28(44) 56(5A) T0(6A) 56(7A) 28(8A) 8(9A4) 1((a + 1)A).

Os elementos em vermelho, como foi citado nos itens anteriores, indicam a quanti-
dade de parentes que o niimero ab possui, formado com a quantidade de algarismos que
esta citada ao lado direito deste nimero. Cada linha do triangulo, corresponde a um
valor de a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, com os quais calculamos a quantidade de parentes
com (2A), (3A), (4A), ..., (10A).

O intuito da sessao, e 0 nosso no comeco do trabalho, era de "apenas”calcular a
quantidade N P(ab), para um b fixado e a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Como foi visto
anteriormente, gerou muito mais do que isso. Mas para nossos propésitos, sabemos que
a soma dos elementos da n-ésima linha do triangulo de Pascal é igual a 2", onde n > 0.
Entretanto, no nosso caso, comecamos com a = 1, portanto a soma da n-ésima linha é
dada por 2°7!. De onde segue que

NP(ab) =2 parabfixoea € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Uma pergunta que ficou na introducao e cabe aqui a resposta, é sobre a finitude
do conjunto P(ab). No que fora apresentado anteriormente, fica claro que se tratam
de conjunto finitos, para b fixo e a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. E se b variar!? Neste caso,
como b é o algarismo das unidades do inteiro ab, temos que ele pode assumir 10 valores,
que sao b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Portanto, basta multiplicarmos N P(ab) por 10
que teremos a quantidade geral de nimeros parentes de ab. Este serd denotado por
NGP(ab) e dado por:

NP(ab) = 2110 = 2°5, para a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

No que segue, vamos responder a questao da OBMEP que motivou o trabalho.
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3 Analise da Questao da OBMEP

Antes de resolver a questao cabe um comentario sobre o motivo de ter escolhido a
mesma. Além dos Numeros Parentes, que por si s6 ja é motivo do estudo, a dissertacao
de mestrado desenvolvida por nés, tem como tema divisibilidade e que se encaixa na
questao pré citada, que é a seguinte:

Seja ab um nimero inteiro de dois digitos. Um inteiro positivo n é um parente de
ab se:

i) O digito das unidades de n também é b.
ii) Os outros digitos de n sdo distintos de zero e somam a.
Por Exemplo, os parentes de 31 sao 31,211,121 e 1111. Encontre todos os niimeros de

dois digitos que dividem todos os seus parentes.

Solugao 3.1. Vamos dividir a solucao desse problema considerando trés casos:

i) Sea=1
Se n é parente de ab, mais precisamente de 1b, entdo a tnica possibilidade para

n é o préoprio n = 1b, como vimos na sessao anterior.

A questao pede para determinar os nimeros de dois digitos que dividem todos os
seus parentes. Neste caso o niimero seria ab = 1b, cujos parentes sao os proprios
1b. Portanto, como 1b|1b para todo inteiro 0 < b < 9. Entao os niimeros

ab = {10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}
dividem todos os seus parentes.

ii) Se a =2

Supondo n um parente de 2b, entdo n € {20, 11b} Para que tenhamos solucao
para o caso a = 2, 2b | n, para todo n parente de 2b.

Temos que 2b|2b entdo para 2b|n, para todo n parente de 2b, obrigatoriamente
deve-se ter que 2b|11b. Mas esse fato implica em 2b| (1 1b — 2b) Neste momento,

vamos analisar a diferenca (1 16— 2b) mais precisamente vamos reescrever esses
nimeros 11b e 2b na base 10:

(116 —2b) = (1-10°+1-104b) —(2-10+b)

= 10> -10
90. (3.1)
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Segue de (3.1) que 2b divide todos os seus parentes, se 2b é divisor de 90. Te-
mos que os divisores de 90 sdo {1,2,3,5,6,9,10,15,18,30,45,90}. Como b €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entao

20 < 2b < 29.

J& que nao existe divisor de 90 neste intervalo de 2b, entdo 2b { n, para todo n
parente de 20.

iii) Se a >3

Na sessdo anterior, fizemos a anélise dos parentes de ab, para a > 3. Em particular
temos que, para todo a > 3, os elementos

(a—3)21be (a—3)12b

sdo parentes de ab.

Portanto, ab, para a > 3, dividira todos os seus parentes se dividir, em particular,
estes dois. Este fato implica que ab divide a diferenca |(a — 3) 21b — (a — 3) 12b] .

Vamos fazer a mesma andlise feita em (3.1):

(a—3)21b—(a—3)120 = [(a—3)-10°+2-10* 4+ 1-10 + b]
—[(a—3)-10° +1-10* +2- 10 + b]
(2-10*+1-10) — (1-10* +2- 10)
= 100 — 10 = 90. (3.2)

Novamente, ab divide todos os seus parentes, para a > 3, se ab for divisor de 90.
Analisando os divisores de 90 e usando que

30 < ab < 99,
podemos concluir que ab = {30, 45,90}.

Pelo que foi feito, temos que 30, 45 e 90 dividem todos os seus parentes. No que
segue vamos apenas verificar que isso realmente acontece:
e Se n é parente de 30;

Temos que n termina em 0 e a soma de seus algarismo ¢ multiplo de 3. Portanto,
n é miltiplo de 10 - 3 = 30, ou seja, 30 | n, para qualquer n parente de 30.
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e Se n é parente de 45;

Novamente, o algarismo da unidade de n é 0 e a soma dos seus algarismos é 4.
Deste modo, n = m - 10 + 5, em que m é um numero cuja soma dos digitos ¢é 4,
pelo item ii) da definigdo de niimeros parentes.

Temos que o algarismo da unidade de n é 5, pelo item i) da definicdo de niimeros
parentes e, como os outros digitos somam 4, segue que a soma dos algarismos de
néo.

Pelo critério de divisibilidade por 9, como a soma dos algarismos de n é 9, n é
multiplo de 9. Além disso, como n termina em 5, entao n também é multiplo de
5. Portanto, n é multiplo de 9 - 5 = 45. Consequentemente 45 | n , para todo n
parente de 45.

iii) Se n é parente de 90;

Neste caso, o algarismo da unidade de n é 0 e a soma dos demais algarismos é 9.
Logo os nimeros formados pelos digitos de n, diferentes do 0, sao multiplos de 9.
Como n termina em 0 e é multiplo de 9, segue que n é multiplo de 9 - 10 = 90.
Portanto 90 | n, para cada n parente de 90.

Logo, os tinicos inteiros positivos que dividem todos os seus parentes sao:
{10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18,19, 30,45, 90}.

Neste momento, vamos aos resultados novos referentes a esta classe curiosa de
nimeros. Ao analisarmos os Nimeros Parentes, mais precisamente resolvendo a questao
motivadora e fazendo a contagem dos mesmos, obtemos alguns resultados particulares,
para uma classe de parentes em determinados valores de a. A partir destes, consegui-
mos generalizar e demonstrar. No que segue, estao listados alguns destes resultados e
exemplos.

4 Resultados Principais

Nesta sessao, vamos relacionar os Numeros Parentes com critérios de divisibilidade.
Relacionamos dois parentes arbitrarios de um inteiro ab e, além disso, estudamos a
relacao que existe entre um Numero Parente de ab, com o préprio inteiro ab.

Os trés primeiros resultados, relacionam dois parentes arbitrarios de um inteiro de
dois digitos ab fixado.

Teorema 1. Seja ab um inteiro de dois digitos. Entao a diferenca de quaisquer dois
parentes x,y de ab é sempre multiplo de 90.
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Demonstracao. Sejam © = a,...as...asa1b ¢ y = by...bobib, onde 0 < a; < 9 e
0 < b; <9 sao algarismos, dois parentes de arbitrarios ab, onde supomos, sem perda de
generalidade que o indice r > s. Entao

= Q- +...+as+...+ay+a,
= bs+...+ba+ b

Os numeros = e y podem ser escritos como
x = b+a10+a310*+. . . +a,10°4a, 1 10°T 4. . 4+a,10" e y = b+b;104+-by10% 4. . . +b,10°.

Fazendo a diferenga de x,y, aplicando o Binomio de Newton nas poténcias (9 + 1)
e utilizando o segundo item da definicao de niimeros parentes, temos que

v—y = (a—b1)10+ (az — b)10* + ... + (as — bs)10° ... + a, 10" (4.1)
= (a1 —0)9+1)+...+(as—bs)(9+ 1)+ ... +a,(9+1)"
= 9M + (a; —by) + (ag — b)) + ... (as — bs) + a1 + ... + a,
= OM+ (a1 +as+...as+...+a.) — (by + b+ ...+ by)
= IM+a—a=9M. (4.2)

Note que de (4.1), temos que  — y é multiplo de 10 e por(4.2), temos que x — y é
multiplo de 9. Portanto z — y é multiplo de 90. O

Exemplo 4.1. Sejam x = 11116 e y = 316, dois parentes de 46, entao temos que:

r—y = 11116 — 316
= 10800
120 - 90

Exemplo 4.2. Tome x = 268 e y = 718, dois parentes de 88. Entao:

r—y = 268—718
450
5-90
Segue direto do Teoremal, os seguintes coroldrios, cujas demonstracoes ficam a
cargo do leitor:
Coroldrio 1. A diferenca de dois parentes x e y de ab é sempre divisivel por 9.

Corolario 2. A diferenca de dois parentes x e y de ab é sempre divisivel por 10.
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Exemplo 4.3. Considere x = 611 e y = 251, dois parentes de 71, entao temos que:

r—y = 611 —251
= 360
360 =10-36=10-9-4.

O préximo resultado ird estudar o comportamento da soma de dois parentes ar-
bitrarios de um inteiro ab € Z.

Teorema 2. Seja ab um inteiro de dois digitos. Entao a soma de quaisquer dois parentes
x,y de ab é sempre par.

Demonstracao. Sejam x = a,10"+- - -+a910°+a;10+b ey = b 104 - -+by10%+b, 10+,
fazendo x + y, temos

T4y =a,10" + -+ (a; + b)10" + - - + (ay + by)10* + (a; + b1)10 + 2b
Obviamente, 2|z + y. O
FExemplo 4.4. Sejam x = 112 e y = 22 dois parentes de 22, entao temos que:

T4y = 112422
= 134
= 2.67

FExemplo 4.5. Seja ab =59, com x = 329 e y = 419, dois parentes de 59. Entao:

T4y = 3294419
= 748
= 2.374

Teorema 3. Seja ab um inteiro de dois digitos, x e y dois parentes arbitrarios de ab.
Entao 10 | (x +9y) e 10 | (x — 11y).

Demonstracao. Sejam x = a,10"+- - -+a910°+a;10+be y = b 104 - -+by10%+b, 10+,
onde o indice n é, tomado sem perda de generalidade, maior do que ¢.
Inicialmente, vamos provar que 10 | (z 4+ 9y). Note que

r+9y = (a,10"+ ...+ ...+ agl0® +a;10 +b) + 9(b 10" + ... + b10% + b, 10 + b)
an10™ + ...+ (ay + 9b)10" 4 ... + (ag + 9b2)10% + (ay + 9b;)10 + 10b(4.3)
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Portanto, concluimos que 10 | = + 9y.
Por outro lado, temos que

r—1ly = (a,10"+...4+a;+...+a;10 +b) — 11(b10" + ... + by10* + b;10 + b)
= ap 10" + ...+ (ay — 116)10" + ... + (ag + 11b2)10% + (a; + 11b;)10 —(H0k)

de onde segue que 10 | (z — 11y) O
Exemplo 4.6. Tome ab = 31, e sejam = = 111, y = 121, dois parentes de 31, entao

temos que:
(x4+9y) = 111+9-121
= 111+ 1089
1200,

e 10 | 1200.
FExemplo 4.7. Seja ab = 63, com x = 333 e y = 423, dois parentes de 63. Entao:

(r —11ly) = 333 —11-423
— 333 — 4653
4320,

e 10 | 4320.

E importante observar que, os resultados anteriores, e os que seguem, sao referente a
associacoes entre Numeros Parentes e divisibilidade. Nada impede que existam resulta-
dos, relacionando esses nimeros, em outros topicos, tais como congruéncia modulares,
sistemas lineares, envolvendo os Numeros Parentes. Cabe ao leitor, que se interessar,
investigar sobre e produzir novos trabalhos.

Neste momento, diferentemente do que foi feito com os resultados anteriores, vamos
relacionar um nimero parente de um inteiro de dois digitos ab, com o préprio niimero

ab.

Teorema 4. A diferenca de um nimero parente x de ab por ab sempre é divisivel por
10.

Demonstracao. Sejam x = a,10" + -+ - + a210%> + 4110 + b e ab = al0 + b, fazendo a
diferenca x — ab, temos

r—ab = ap,10" + -+ ayl0® 4+ a;10 + b — (al0 + b)
= 10" + -+ 4+ a310% + (a; — a)10
= 10[@, 10" ' + -+ ax10 + (a1 — a)]
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O
FExemplo 4.8. Seja x = 119 um parente de ab = 29, entao temos que:
(x —ab) = 119-29
= 90

e 10 | 90.

Exemplo 4.9. Considere x = 5317 um parente de ab = 97, entao temos que:
(r —ab) = 5317 —-97
= 5320,
e 10 | 5320.

Teorema 5. A soma de um numero x parente de ab por ab sempre par.

Demonstracao. Sejam x = a,10" 4 -+ - + a210% + 4110 + b e ab = al0 + b, fazendo a
soma x + ab, temos

z+ab = a,10"+ -+ as10® +a;10 + b+ (al0 + b)
= ap(2-5)" + -4 az(2-5)* + (ay +a)(2-5) +2b
= 2" 5"+ 4+ a2 5"+ (a1 +a)(2-5) +2b
= 2[a,2" 5"+ + a2 5+ (a1 +a)b + b]

FExemplo 4.10. Seja x = 317 um parente de ab = 47, entao temos que:

(z+ab) = 317+47
= 364

e 2| 364.

FExemplo 4.11. Considere z = 335 um parente de ab = 65, entao temos que:

(x+ab) = 335465
= 400
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e 2 ] 400.
Utilizando todos os resultados anteriores, relacionando eles, somos capazes de provar
que:

Coroldrio 3. Sejam x e y dois parentes arbitrarios de um inteiro ab, entao 10 | (z+y) —
2ab.

FExemplo 4.12. Considere x = 124 e y = 214 dois parentes de ab = 34, entao temos que:

(z+y)—2ab = (124+214)—2-34
— 33868
— 270

e 10 | 270.

5 Consideracoes Finais

Nos deparamos com esta questao da OBMEP e consequentemente com os Numeros
Parentes, procurando questoes que envolviam o tema da dissertagao, divisibilidade.
Resolvemos a questao e nos aprofundamos muito na definicao dessa classe de niimeros,
como foi descrito nas sessoes anteriores. A parte que demandou mais tempo e trabalho,
foi a listagem e contagem dos N P(ab), por ser algo novo, desafiador e muito interessante.

Na introducao deixamos algumas perguntas, as quais foram respondidas durante o
trabalho, exceto uma, a que questiona sobre a generalizacao da definicao de parentes de
um numero inteiro de dois algarismos ab, para um inteiro abc e para um ajas . ..as € Z.
Pensamos bastante em uma generalizacao que nao fugisse ao sentido dos ntimeros, fica
até a cargo do leitor pensar em uma outra, mas a que pensamos foi a seguinte:

Um niumero inteiro n é parente de abc € Z se:

i) O primeiro algarismo é igual a a e o digito das unidades de n é igual a ¢

ii) Os demais algarismos de n sao diferentes de zero e somam b
Como exemplo, os parentes de 231 € Z seriam: 231,2211,2121,21111

Seria bastante interessante realizar um estudo, como o que foi feito neste trabalho,
sobre esta nova definicao, agora para parentes de um nimero com trés algarismos.
Uma outra coisa, que caberia certamente em um trabalho futuro, seria generalizar
a definicao de Numeros Parentes, para um numero com uma quantidade finita de
algarismos e com esta, realizar um estudo bem geral, que seria muito original.
Sera que os resultados obtidos aqui ainda seriam verdadeiros para estas novas
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definicbes? A contagem, o que mudaria? Existiriam novos resultados que valem
para Numeros Parentes de inteiros com mais de dois algarismos, que nao valem
para inteiros com dois? Estas e outras e outras questoes sao deixadas ao leito
interessado em aprofundar nos estudos sobre essa classe de niimeros.
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