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Resumo

Um estudo sobre os nimeros mdgicos de Ball na base 10 e algumas propriedades sao
apresentadas em Costa [4] e em Costa e Mesquita [5]. Neste tltimo os autores mostra-
ram que todo nimero mdgico de Ball é multiplo de 99, enquanto que em [4] é mostrada
a relacao entre a quantidade de nimeros mdgicos de Ball e a sequéncia de Fibonacci.
Neste trabalho estendemos o conceito de nimero mdgico de Ball para qualquer base
numérica b > 2, nameros mdgicos de Ball generalizados. Exibimos algumas proprieda-
des e mostramos que para qualquer base b > 2, o nimero mdgico de Ball generalizado
¢ multiplo de (aa)p, em que a = b — 1. Além disso, seguindo Webster [10] e Costa [4],
apresentamos uma relagao entre os nimeros mdagicos de Ball generalizados e a sequéncia
de Fibonacci.

Palavras-chave: Niumeros de Ball, Sequéncia de Fibonacci , Numeros Magicos de Ball.

Abstract

A study on Ball’s magic numbers in base 10 and some properties are considered in
Costa [4] and Costa and Mesquita [5]. In the first the authors proved that every Ball’s
magic numbers are multiple of 99, while in [4] a relationship between the quantity of
Ball’s magic numbers and the Fibonacci sequence is showned. In this work we extend
the concept of Ball’s magic number for any base b > 2, generalized Ball’s magic number.
We show some properties and prove that, for any base b > 2, the generalized Ball’s magic
number is a multiple of (aa),, where a = b — 1. Furthermore, following Webster [10]
and Costa [4], we present a relationship between the generalized Ball’s magic numbers
and the Fibonacci sequence.

Keywords: Ball Numbers, Fibonacci Sequence, Magic Ball Numbers.
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1 Introducao

Recordamos que nosso sistema de numeracao usual é o sistema decimal posicional. Esse
sistema nos permite representar os nimeros inteiros utilizando o conjunto de algarismos
D ={0,1, ...,9}. Um ntmero escrito da forma 238 significa 8 unidades, 3 dezenas
e 2 centenas. O agrupamento de dez unidades em uma dezena, ou dez dezenas em
uma centena e sucessivamente, bem como as operacoes elementares, sao vivenciados no
inicio de nossa vida escolar.

Dado um numero inteiro positivo x,, no sistema decimal, constituido de n algaris-
mos, isto é, um numero do tipo x, = a,_10,_o - asaiag, para todo i temos a; € D
comn > 2ea, 1 #0 érepresentado por

Ty =1 10" 4+ a, o-10" 24 ay-10> +ay - 10" + qaq .

Assim nestas notas, x,, representa um nimero inteiro positivo qualquer composto por
n algarismos, com n > 2 e a,_1 # 0. Para n > 2, o numero de n algarismos obtido
pela inversao da posicao dos algarismos de x,, é chamado de niimero reverso de x,, e é
indicado por 2}, logo =, = ag . ..a,—1. Consideremos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.1. : O Ntimero de Ball B.
1. Considere um numero x,;
2. Escreva o numero reverso x,;

3. Encontre o valor absoluto da diferenca entre estes ntmeros, representado por
Yn = |Tn — 20| = by_1bp_o -+ - babiby ( O qual deve-se considerar como um nimero
de n algarismos, mesmo quando o algarismo b,,_; for zero.);

4. Escreva o nimero reverso y.;
5. Escreva o numero B = y,, + y,,.

Exemplo 1.2. Para n = 2, considere xo = 71 e z}, = 17, assim y, = 54 e y;, = 45.
Donde obtemos que B = 54 + 45 = 99.

Para n = 3, tomemos z3 = 843, assim temos x4 = 348, donde obtemos y3 = 843 —348 =
495. Finalmente, temos que B = 495 + 594 = 1089.

Inspirados por Rouse Ball [2, 1926] e Ball [1, 2005, pag. 48], que exibem 1089 como
o numero resultante para n = 3, como no Exemplo 1.2, definimos:

Definigao 1.3. Para qualquer B # 0, chamamos B de niumero mdgico de Ball, ou
simplesmente de niumero de Ball, se ele for o resultado do Algoritmo 1.1 .
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Quando z,, > z/,, de forma simplificada obtemos o nimero de Ball fazendo B =
(20— 1) + (00 — )"

Para qualquer z3 = asajag, com ay # ag, como no Exemplo (1.2), o resultado final
sempre sera o numero 1089. O mesmo fato ocorre quando temos um ntmero inicial
Ty = ai1ag com a; # ag, sempre obteremos o numero 99 no final. Portanto, 99 e 1089
sdo exemplos de numeros mégicos de Ball. Em Rouse Ball[2], ou Ball[l], os autores
exibem 1089 como o niimero resultante para todo o niimero x3, como no Exemplo 1.2.

Em Rouse Ball[2] o autor apresenta uma justificativa para o Algoritmo (1.1) retornar
o numero 1089 quando n = 3, e independentemente em Costa [3]. Na verdade, em [2]
observa-se que o Algoritmo (1.1) resulta em 9 x 112, ou seja, 1089. Enquanto em [5, 10]
propoem o Algoritmo (1.1) para todo nimero inteiro positivo z,, para quaisquer n > 2,
e ndo apenas para n = 3 como em Ball[l].

Ainda em Costa e Mesquita [5], os autores apresentam algumas propriedades dos
nuameros de Ball. Dentre as quais destacamos:

Proposicao 1.4. [5, Afirmagao 1] Considere x, = Gp_1ay—2---ai1a9 para n par, ou
seja,
Tn = A2k—102k—2 " * * Ag410kAk—10k—2 - * * A100-

O nimero mdgico B existe (¢ distinto de zero) desde que uma das condi¢oes ocorra:

Aok—1 7 Qo OU Qg9 7 A1 OU -+ OU Akt1 7 Ap—2 OU G 7 Ap—1.

Proposicao 1.5. [5, Afirmagao 2] Considere x,, = a, 10,2+ - - ajao para n impar, ou
seja,
Lp = A2kA2k—1 * * * Ap420k4+100f—10k—2 * - - A100.

O niumero mdgico B existe (€ distinto de zero) desde que uma das condi¢des ocorra:
Aok, 7 Ao OU Aop—1 7 Q1 OU -+ OU Qjta 7 Ajp—2 OU Qjpy1 7 Qj—1.
Proposicao 1.6. [5, Afirmacao 3] Todo nimero de Ball B é maltiplo ndo nulo de 99.

Outro resultado interessante é sobre a quantidade de nimeros de Ball associado
ao numero x, com n = 2k algarismos (ou n = 2k + 1 algarismos), visto no trabalho
de Webster[10] (ou Costal4]), tal resultado expressa B(k) como a soma de termos (de
indice par) da sequéncia de Fibonacci,

1, 1,2 3,5 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... (L.1)

isto é, a sequéncia F; dada pela recorréncia Fj.o = F;1 + F}; para todo j > 1, veja [9].
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Proposigao 1.7. [10], [}, Teorema 2.2] Para um nimero natural xo, com 2k algaris-
mos, para todo k > 1, a quantidade de nimeros de Ball B(k) é For + Fog—1)+- -+ F>,
em que Fj € o termo de posicao j da sequéncia de Fibonacci (7.1).

Na sequéncia do trabalho, procuramos explorar propriedades aritméticas dos niimeros
de Ball B em outra base numérica b, além da decimal. Aqui faremos uso constante de
operacoes em bases nao decimais. Para um leitor menos familiarizado recomendamos
Domingues[6], Fomin [7] ou Silvalg].

2 Numeros Magicos de Ball na base b

De agora em diante fixemos (um inteiro) b > 2 outro sistema de base numérica e n é um
inteiro positivo na base decimal. Denotemos por (), um nimero inteiro positivo com
n algarismos na base b, ou seja, (,)p = (@n_1an_2- - a1a0)p, com n > 2 e a,_1 # 0.
Portanto, (z,), indica

() = Ane1 - V" PGy b2 dag - b? Fap b Hag .

De igual modo, para n > 2, o nimero de n algarismos obtido pela inversao da posi¢ao
dos algarismos de (x,,), é chamado de nimero reverso (na base b) de (z,), e ¢ indicado
por («,)s, logo (z1)p = (ag . ..an,—_1)p. Agora consideremos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.1. : O Numero de Ball Generalizado B,.
1. Considere um nimero (z,)p;
2. Escreva o nimero reverso (z,)p ;

3. Encontre o ntimero (positivo) (yn)s = |(zn)s — (2),)s| (O qual deve sempre ser
considerado como um nimero de n algarismos);

4. Escreva o numero reverso (y),)s;
5. Obtenha o nimero By = (yn)s + (¥, )b-

Definigao 2.2. Para qualquer B, # 0, chamamos B, de nimero mdgico de Ball
generalizado, ou simplesmente, numero de Ball generalizado, se ele for o resultado
do Algoritmo 2.1 .

Quando (x,,), > (x,)s, de forma simplificada obtemos o nimero de Ball generalizado

fazendo By = (x,, — 20))p + (2, — 2},
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Exemplo 2.3. Consideremos a base b = 7 e n = 2, assim temos um numero inicial
(x2)7 = (a1a9)7, com a; # ag, assim ()7 = (apay)7. Para obtermos (y2); fagamos

(y2)7 = (22)7 — (x )7
[ay - T+ ap] — [ag - 7+ a4]

[(ay —1) -7+ (ag+7)] = [ag - 7+ a4]
= (a1 —1—ag) - T+ (ag+7—ay) .

Obtemos que (y4)7 = (ap+7—ay1) - 7+ (a1 — 1 — ap). Agora

(B)r = ()7 + ()7
= [(a1 — 1—@0) ~7+(a0+7—a1)] + [(a0+7—a1)7+(a1 — 1—@0)]
6-7+6.

Segue da Defini¢ao 2.2 que (B); = (66)7; é um nimero de Ball na base 7.

Exemplo 2.4. Para a base b = 12 e n = 3, teremos um numero inicial (z3);2 =
(agaiag)i2. Se tivermos as # ag, obteremos que (10a/5)12 é o nimero de Ball na base 12
(Verifique!), considerando {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,a, 8} o conjunto de algarismos para a
base 12.

Nosso objetivo nestas notas é mostrar os seguintes resultados. Correlatos aos obtidos
em [4, 5, 10].

Proposicao 2.5. Considere (x,), com n natural par, ou seja,
(Tn)p = (A2k—102k—2 " * * Qg1 1A 1k 2+ * * Q100 )p-
O nimero magico By existe (€ distinto de zero) desde que uma das condi¢oes ocorra:
ok—1 7 Ao OU Ggk—g F A1 OU -+ OU Aty F Gp—z OU Qj 7 Aj_1.
Proposicao 2.6. Considere (x,), com n natural impar, ou seja,
(Tn)b = (Aoror—1** Qhy20)1108AK_1AK—2 * + + Q100
O nimero mdgico By, existe (€ distinto de zero) desde que uma das condi¢oes ocorra:
ok 7 Qg OU Agp—1 7 A1 OU ++ OU Qpyp F Ap—9 OU Agy1 F A1

Nosso principal resultado é mostrar que
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Teorema 2.7. Todo nimero de Ball By na base b é mailtiplo nao nulo de b* — 1.

Outro fato importante é a quantidade de ntimeros de Ball generalizados associado
a um numero (x,), com n = 2k algarismos (ou n = 2k + 1 algarismos) é (também) a
soma de termos da sequéncia de Fibonacci, isto é,

Teorema 2.8. Para um nimero natural (xo,11), com 2n + 1 algarismos, para todo
n > 1, a quantidade de nimeros de Ball generalizado By(2n+1) € Fop+Fop_1)+- -+ Iy,
em que F; € o termo de posicao j da sequéncia de Fibonacct.

As duas primeiras afirmagoes sdo sobre a existéncia (condigao de existéncia) do
nimero mégico de Ball B, (ndo nulo), para um ndmero inicial (x,), com n > 2. O
Teorema 2.7 afirma que B, é sempre miltiplo de b*> — 1, ou seja, um multiplo de b—1 e
b+ 1; para este resultado apresentaremos duas demonstracoes. Enquanto no Teorema
2.8 temos a surpreendente conexao entre a quantidade de nimeros de Ball generalizados
e a sequéncia de Fibonacci, mesmo em uma base b # 10.

3 Casos Particulares

Nesta secao apresentamos alguns casos particulares, com o intuito de explorar didati-
camente um pouco mais do Algoritmo 2.1 e das operacoes de adicao e multiplicacao
em uma base b > 2, pensando em um leitor com menos experiéncia em outras bases
numéricas. Para um leitor mais experiente é possivel suprimir a leitura desta secao,
evitando que se tornem repetitivas e enfadonhas as demonstragoes .

De agora em diante, sem perda de generalidade, admitamos que (), > (2),)s, €
assim temos (Y, )y = (n)p — (27,)p > 0.

Proposicao 3.1. Seja (z3), = (a1ag)y, com a; > ag, € By, 0 nimero obtido ao executar
o Algoritmo 2.1. Entdo, By = (aa)y, em que a =b— 1.

Demonstra¢ao. Temos (x2), = a1b + ag, com a; > ag dessa forma,

(y2)b = (a1ao)b - (aoch)b
= aib+ap— (aph+ ay)
= ((11 - ao)b + (ao - al) .

Como a; > 0, facamos

(y2)s = (a1 —ag)b+ (ap — a1)
((11 — g — 1)b+(&0 — a —|—b) .
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Somando o nimero obtido com o seu reverso, temos o nimero magico B,

By, = (a1 —ag—1)b+ (ag —a1+0b)+ (ag — a1 +b)b+ (a1 —ag — 1)
— b—1Db+(b—1)
= (aa) .

O

Exemplo 3.2. Para b =3 e n = 2 temos B3 = (22)3. Enquanto que se tivermos b = 8
entdo Bg = (77)s.

Proposicao 3.3. Seja (r3), = (azaiag)y, com as > ag, € By, o nimero obtido ao
executar o Algoritmo 2.1. Entao By, = (100a)b, emquea=b—1ec=0-—2.

Demonstracao. Seja asb? + a1b + ag, com ay > ag dessa forma,

(y3)s = (az2a100)p — (apaiaz)y
= agb® + a1b + ag — (aph® + arb + ay)
= a2b2—|—(a1—1)b+ag+b—a0b2—a1b—a2
= (ay — 1)b* + ((a; — 1)b +b*) + (ag + b) — agh® — a1b — ay
= (ag —ag—1)b* + (b—1)b+ (ag — ag +b) .

Somando o nimero obtido com o seu reverso, temos o nimero magico B,

By, = (ag—ap—1)b*+ (b—1)b+ (ag — ag +b) +
+(ag — ag + b)b* + (b — 1)b + (ag —ag — 1)
= (b-1*+20b—-1)b+(b—1)
= W +00° +(b—2)b+b—1
= (10(b—-2)(b—-1)), .

Fazendo a =b—1 e ¢ = b — 2, obtemos o resultado.
Ademais veja que

B, = (10(b-2)(b—1)),
= P4+ -b-1
= (b—1)-(b*+2b+1)
(b—1),-(121),
= (a-11-11), .
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Observacgao 3.4. Da Proposicao 3.3 percebemos por que consideramos b > 2.

Exemplo 3.5. No caso em que b = 10 e n = 3 temos que By = 9-112 = 9-121 = 1089
(Exemplo 1.2). Enquanto que para b = 7 temos que

By = ((7-1)-11%),
= (6-121),
= (1056)7

Proposicao 3.6. Seja (x4), = (azasaiag)y, com az # 0, e By o nimero obtido ao
executar o Algoritmo 2.1. Entdo:

By, = (10ca0), =b*+0>—0>—b seaz>ay eay > ag;
By, = (aaaa), =0b"—1 seas > ag e as < ap;
By, = (10aca), =b*+0>—-b—1 seasz>ay eay=ag;
B, = (aa0), =b -0 seas =ag € as > ap ,

emquea=b—1ec=0b-—2.

Demonstragao. Temos que (z4), = aszb® + asb® + a1b + ag. Primeiro faremos o caso em
que as > ag e as > ap dessa forma,

(y4)b = (a3a2a1a0)b - (a0a1a2a3)b
= CL3b2 + CLQb2 + Cle + ag — (a0b3 + a1b2 + CLQb + CL3)
= (a3 — Clo)bg -+ (CLQ — Cll)bZ -+ (Cll — ClQ)b + (Clo — &3) .

Observe que a; — as e ag — ag sao negativos. Para que os coeficientes das poténcias de
b sejam positivos, escrevemos

(ya)y = (az—ag)b® + (ay —a; — 1)b* + (a1 — ag + b)b + (ag — as)
= (ag—ao)b3+(a2—a1 —1)b2+(a1—a2+b—1)b+(a0—a3—|—b) .

Donde obtemos que,
(y))s = (ap — az + b)b* + (a1 —ag + b — 1)b* + (az — a1 — 1)b + (a3 — ag) -
Agora adicionando (y4), € (¥})» obtemos o nimero mégico By,

By, = (b-b+(b—2)b*+ (b—2)b+b),
= (0*+0-0+ (b—2)b* + (b—1)b+0),
= (10ca0),
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fizemos a =b—1e c=0b— 2. Por fim, temos que
(b 4+ (b—2)b* + (b—1)b)y = b* + > —b* — b .
Faremos agora o caso em que ag > ap € as < a;. De igual maneira

(ya)y = (asagayiag)y — (aparasas)y
= a3b2 + a2b2 + alb + ag — (a0b3 + a1b2 + agb + CL3)
= (a3 — ao)b3 + (CLQ — CL1)b2 + (a1 — CLQ)b + (CLO — CL3) .

Neste caso, as —a; < 0 e ag — a3z < 0. Para que os coeficientes das poténcias de b sejam
positivos, escrevemos

(ya)p = (a3 — ag — 1)b* + (ag — ay +b)b* + (a1 — ay — 1)b+ (ag — az + b).
Donde obtemos que,

(y)s = (ap — az + b)b* + (a1 — ag — 1)b* + (ag — ay + b)b + (a3 — ag — 1).
Por fim adicionando (y4) e (), obtemos o nimero magico By,

By, = (b—1)+b—1)?+(b—-1)b+ (b—1)
= (aaaa)b ,
fizemos a = b — 1. Veja ainda que
By = (b= +b—-10*+(b—-1b+(b—1)
= b -1.

Facamos agora o caso em que ag > ag € ay = a;. De igual maneira

(ya)s = (azazaszag)y — (apazasas)s
= asb® + asb® + azb + ag — (agh® + agb® + azb + as)
= (a3 — ag)b® + (ag — az)b* + (ag — az)b + (ag — as)
= (a3 —ap)b® +0-0*+0 b+ (ag — az) .

Temos que ag — ag < 0. Para que os coeficientes das poténcias de b sejam positivos,
escrevemos

(ya)p = (a5 —ag — 1)V + (b—1) - b* + (b —1) - b+ (ag — ag + b).
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Donde obtemos que,
(ya)s = (a0 — as + )b + (b= 10 + (b — )b+ (a3 —ap — 1),
Por fim adicionando (y4), e (}), Obtemos o nimero mégico B,

By, = (b—1Db+2(b—1)b*+2(b—1)b+ (b—1)
= ' +0- P+ (b—1)b*+(b—2)b+ (b—1)
= (10aca)y ,
fizemos a =b— 1 e ¢ =b— 2. Veja ainda que
By, = (b—1)0"+20b—1)b*+2(b—1)b+ (b—1)
PP +0- 0 —b—1.

Por fim faremos agora o caso em que az = ag € as > a;. De igual maneira

(y4)b = (a3a2a1a3)b - (a3a1a2a3)b
= (CLQ — al)b2 + (CLl — CLQ)b .

Temos que a; — as < 0. Para que os coeficientes das poténcias de b sejam positivos,
escrevemos
(ya)s = (az — ax — 1)b* + (a1 — az + D)b.

Donde obtemos que,
(v))s = (a1 — ay +b)b* + (ag — ay — 1)b.
Por fim adicionando (y4), € (¥})» obtemos o nimero magico B,

By, = (b—1)b*+(b—1)b
= (aa0), ,

fizemos a = b — 1. Veja ainda que

By, = (b—1)b*+(b—1)b
= ¥ -b.

O

Exemplo 3.7. 1. No caso em que b = 10 e consideramos o nimero 7843, temos,
7843 — 3487 = 4359 e 4359 + 9534 = 10890.
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2. Enquanto que se tivermos b = 7 e o nimero (5342)7, temos, (5342)7; — (2435); =
(2604)7 e (2604); + (4062); = (6666)s.

3. Na base b = 9 e o nimero (6551)g, temos, (6551)g — (1556)9 = (4884 )9 € (4884)9 +
(4884)9 = (10878)o.

Proposicao 3.8. Seja (z5), = (asazazaiag)y, com ay # 0, e By o nimero obtido ao
executar o Algoritmo 2.1. Entdo:

By, = (10aca0), = b> +b* —b> —b, seay > ag e az > ay;
By, = (aalaa), =b°> — b3 +0* -1, seay>ag eaz<ag;
By, = (10aaca), =0 +b*—b—1, seay>ayeaz=a;

By, = (10ca0), =b*+b* —b*>—b, seay=ag eaz>ay,

emquea=b—1ec=5b—2.

Demonstragao. Temos que (z5), = (agazasaiag)y, faremos o primeiro caso, em que
ay > ag e az > a;. Subtraindo de (z5), = (a4azazaia0)y = asb* + azb3asb® + ab + ag o
seu reverso, z5(b) = (apajazazay)y, = agh® + a1b3asb® + asb + a4 obtemos,

(yS)b = (a4 — a0>b4 + (a3 — a1>b3 + (a2 — a2>b2 + (a1 — Cl,g)b + (CLO — CL4) .

Observe que a; — a3 e ag — a4 sao negativos. Para que os coeficientes das poténcias de
b sejam positivos, escrevemos

(y5)b = (a4 — CLo)b4 + (ag —a; — 1)b3 + (b — 1)52 + (Cll —az + b— 1)b—|— (ao — a4 + b) .
Donde obtemos
(y5)o = (ap — as + b)b* + (a1 — az +b — 1)b° + (b — 1)b* + (a3 — a1 — 1)b + (a4 — ap),

Assim

&
I

(b-b*+ (b= +2(b— 1)b* + (b—2)b+b),
= (B +0-b + (b— 1)+ (b—2)b° + (b— 1)b+0),
(10aca0)y ,

em que fizemos a = b — 1 e ¢ = b — 2. Basta verificar que

(" + (b— 1) + (b—2)b* + (b— 1)b), = b° + b* — b*> — b.
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Faremos agora o caso em que a4 > ag € ag < a;. E assim
(y5)p = (as — ag)b* + (az — a1)b® + (a2 — a2)b* + (a1 — az)b + (ag — a4) .

Observe que a3 — a; e ag — a4 sao negativos. Para que os coeficientes das poténcias de
b sejam positivos, escrevemos

(ys)p = (ay — ag — 1)b* + (ag — ay + b)b> + (a1 — as — )b+ (ag — ay +b) .
Donde obtemos

(y5)s = (ag — as + b)b* + (a1 — az — 1)b* + (a3 — a1 + b)b + (ag — ap — 1).
Assim

By = (b= + (-1 +0-1*+ (b—1)b+ (b—1)

= (aalaa)y .
adotamos a = b — 1. Por fim, verifique que
b=+ b—-1D+0-0*+(b—-1)b+(b—1)=0—b+b*—1.
Facamos agora o caso em que a4 > ag € ag = a1. E assim
(y5)o = (as — ag)b" + (az — az)b” + (ag — a2)b® + (a3 — az)b + (ag — as) .

Temos que ag — ay é negativo, assim para que os CoeﬁCienteS daS OtéHCiaS de b sejam
0 )
pOSitiVOS, €SCrevemaos

(s)o = (@ — a0 — DB + (b= ) + (b — 1)8 + (b— 1)b+ (ag — as +b)
Donde obtemos

(Wh)o = (ap — as + b)b* + (b — 1)6° + (b — 1)b* + (b— 1)b + (ay — ap — 1).
Assim

By = (b—1)b"+2(b—1)0"+2(b—1)0* +2(b—1)b+ (b—1)
= P+0-b"+(b-1)+ (b—-2)>+(b—1)b+(b—1)
= (10aaca)y .
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adotamos a = b —1 e ¢ = b — 2. Por fim, verifique que
b= +20—-1)0* +2b—1)b*+(b—1)b+(b—1)="+b"+0-0"+0-b>—b—1 .
Por fim, faremos o caso em que a4y = ag € ag > a;. E assim
(Y5)p = (as — aa)b" + (ag — a1)b® + (ag — a2)b® + (a1 — az)b + (as — as) .

Temos que a —a é negativo, assim para que 0s C()eﬁCieIlteS daS ()téncias de b sejam
3 )
pOSitiVOS, €SCrevemaos

(ys5)p = (a3 — ap — 1)b° + (b — 1)b* + (a1 — a3 + b)b .
Donde obtemos

(W) = (ay — az + b)b* + (b — 1)b* + (a3 — ay — 1)b.
Assim

By, = (b—1)b*+2(0b—1)b*+ (b—1)b
= o' +0- 0+ (b—2)b"+(b—1)b
= (10ca0), .

adotamos a = b—1e ¢ =b— 2. Por fim, verifique que

b=V +20-1)*+(b—1)b=0b"+b>—b"—b.

Exemplo 3.9. 1. Tomando b = 10 e o ntimero 87352, temos que,
87352 — 25378 = 61974 e 61974 + 47916 = 109890.

2. Se fixarmos b = 7 e tomarmos o nimero (53213)7, temos que,
(51233)7 — (33215)7 = (15015)7 e (15015)7 + (51051)7 = (66066).

3. Na base b = 9 e o numero (65751)g, temos, (65751)9 — (15756)9 = (48884)9 €
(48884), + (48884)9 = (108878)o.

Podemos seguir este processo para qualquer n inteiro positivo, mas parece-nos bas-
tante enfadonho.
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4 Demonstracao das Proposicoes 2.5 e 2.6

Agora para mostrarmos que B, nao nulo existe para um numero inicial (x,), # 0,
basta mostrarmos que (Y ), = (zn)p — (21,)p ¢ ndo nulo, visto que se (y,), # 0 acarreta
(yh)» # 0 e por consequéncia By, = (yn)p + (y,)s # 0. Fagamos o caso em que (z,),
possui uma quantidade par de algarismos. Assim, vamos a

Demonstracao. da Proposicao 2.5.
Sendo (z,,), da forma

(ﬂﬁn)b = (a2k:—1a2k—2 cr Q4100 —1Qk—2 ¢ 'a1a0>b7

isto é, com uma quantidade par de algarismos a;, com 0 < a; < b. Entao
(37/ )b = (Cloal CrrQp—10k - Q2p—202k 1)b
n _ _902k_1)p-

Se ag,—1 # ap entdo ja teremos (yn)y = (x,)p — (2),)s # 0, caso contrario teremos
agx—1 = ag. No caso em que agg_1 = ag, se tivermos agx_o 7# a1 entao (Y, )y = (Tn)p —
(x])p # 0, caso contrério teremos também ag,_o = a;. Seguindo este raciocinio obtemos
que (z,), = 0 apenas quando

A2k—1 = Ap € Agg—2 = A1 € -+ € Qg1 = Qg2 € G = k1.

O que acarretaria que (z,), = (2/,)p, porém estamos admitindo (z,), > (2/,),. Donde
obtemos o resultado. ]

Procedendo de modo similar mostra-se a Proposicao 2.6, ou seja, a existéncia do
nimero magico B, para um numero inicial (z,),, com uma quantidade impar de alga-
rismos.

5 Primeira Demonstracao do Teorema 2.7

Para organizar e facilitar a leitura, dividimos a nossa demonstragao do Teorema 2.7 em
resultados auxiliares apresentados nos Lemas a seguir. As demonstragoes dos Lemas
estao apoiadas em resultados classicos de congruéncia que podem ser encontrados em
Domingues[6] ou Silva[g].
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5.1 Alguns resultados auxiliares
Lema 5.1. Dados i,j inteiros positivos tem-se que b — b/ é divisivel por a = b — 1.
Demonstragao. Veja que b=a+ 1= (b— 1)+ 1 assim temos que

b=1 (mod a), (5.1)

acarretando que

b =1 (moda)VieN,

logo . '
b=V =0 (moda)Vi,jeN.

Portanto b — b é divisivel por a. O

Lema 5.2. O resto da divisio de um nimero (x,,)p por a € igual ao resto da divisio da
soma de seus algarismos por a, sendo a = b — 1.

Demonstracao. Temos que
(Tn)y = (an-1an-2---aiao)
= an_lb”_l —I— an_gb”_Q —f- s + Cllb + ag .
Da Equacao 5.1, segue,

(2)y = ap11" '+ ap21"? 4+ +a;l+ay (mod a)

= Gp1+Gno--a1+ay (moda).
Donde obtemos o resultado. O

Lema 5.3. Seja (z,), um niamero inteiro com n algarismos e (p,), wm nimero inteiro
obtido de (z,), permutando seus algarismos. Se (z,), € divisivel por a = b — 1 entao
também o € (py)p-

Demonstracao. Sabemos que na adicao de inteiros valem as propriedades associativa
e comutativa, assim a soma dos algarismos do nimero inteiro (z,), é invariante por
permutacdo. Do Lema 5.2 segue que, se (z,), ¢ divisivel por a entdo também o é

(pn)b- O

Lema 5.4. Dados i,j inteiros positivos, com i+ j impar, tem-se que b* + b € divisivel
por o =b—+ 1.
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Demonstrag¢ao. Veja que b=a —1 = (b+ 1) — 1 assim temos que

b=-1 (mod a).

Logo '
b'=—1 (mod «) para todo i inteiro positivo fmpar, e
v =1 (mod «) para todo j inteiro positivo par .
Assim
b+t =0 (mod a).
Portanto b + b/ ¢ divisivel por a, se i + j for {mpar. O

s

Lema 5.5. Sejam, i > 0 e b > 2 inteiros. Sea=b—1¢ea =0b+1 entdo b* —1 ¢
divisivel por a - o = (11)p.

Demonstracao. Facamos m = a -« = b* — 1, segue que
b =1 (mod m).
Logo para qualquer inteiro positivo ¢ temos
v’ =1 (mod m).

Assim,
b —1=0 (mod m).

Segue diretamente do Lema 5.5 que

Corolério 5.6. Dado qualquer i inteiro positivo, tem-se que b**1 — b é divisivel por
a-a.

Aqui faremos dois casos particulares, de modo a ganhar uma melhor habilidade com
a técnica.

Proposicao 5.7. Todo nimero mdgico By é maltiplo de a =0 — 1.

Demonstragao. Inicialmente consideremos o nimero (x,,),, com uma quantidade par de
algarismos a;. Vejamos

(iﬁn)b = <a2k71a2k72 C Q10K A —10K—2 " ¢ alao)b )
2k—1 2k—2 k k—1 1
= a2k;_1b + azk_gb +---+ Clkb + CLk_lb + -+ alb +ag ,
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e assim
(@),)o = aob™ " + arb® 7 4 ap b a4 age b + ageoy,
fazendo (yn)p = (n)p — (2,)s, obtemos que

(o = (B = 1)+ azg o (2 = bY) - (b — ) +
—l—ak,l(bk*l - bk) 4+ Cbl(bl _ b2k*2) + ao(l . b2k—1).

Do Lema 5.1 temos que (b° — 07) é divisivel por « = b — 1 para quaisquer inteiros
positivos ¢, j. Assim, obtemos que (y, ), ¢ miltiplo de ¢. Do Lema 5.2 temos que (y,)
também o é, visto que (y,,), possui os mesmos algarismos de (y,), em posi¢ao inversa.
Concluimos que By = (yn)p + (y),)p € divisivel por a = b — 1.

De modo similar obtém-se o resultado para um numero z,, da forma

(xn)b = (a2k@2k71 C Q20,410 AK—1 " a1ao)b,

isto é, com uma quantidade impar de algarismos a;.

A seguir estabelecemos mais um critério de divisibilidade.
Proposicao 5.8. Todo niumero magico By é maultiplo de oo = b+ 1.

Demonstra¢ao. Novamente consideremos um nimero (z,), como uma quantidade par
de algarismos a;, ou seja, da forma

(Tn)p = (Q2k-102K—2 "+ + Q4108 A-1Af—2  * * A100)p -
Escrevendo (y,)s = (zn)p — (2,)s, na representacao expandida, temos
(Un)o = 226-16™ 7" + 2062072 o+ b 4 2 BT b 4 2,

(4 )y = 200 L4 202 o g B b 2 obt 2

Como b = 1, temos

By = (Yn)s+ (Yoo
= 2o (BT 00) 2o (DR bY) b b (BF FDFTY) £
+ Zkfl(bkil + bk) +oid 2z (bl + b2k72) + Zl(bo + bzkfl)'
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Sendo 2k — 1 fmpar, segue do Lema 5.4 que (b**=1 +8°), (b?**2+bl), ..., (BF+0F71) é
multiplo de «, e assim segue que By, é divisivel por o« = b+ 1.
De modo similar obtém-se o resultado para um nimero (z,), da forma

(Tn)b = (Aorok—1 -+ * Ahy2Qr11GRAK—1 -+ - A100)s,
isto é, com uma quantidade impar de algarismos a;. O

Observagao 5.9. Até aqui temos que Bj, multiplo de a = b — 1 (Proposigao 5.7)
e multiplo de @« = b+ 1 (Proposigao 5.8). Gostarfamos que B, fosse multiplo de
(a - a)y, = (aa),. Para o caso em que b é par ocorre, por exemplo na base decimal,
segue do fato que mdc(a, ) = 1, ou seja, a e o sdo primos entre si. No entanto, se
tivermos b impar nao temos este ultimo fato, pois como estamos tomando b > 2, temos
que mdc(a, a) = 2, assim a implicagao nao é direta.

5.2 Demonstracao da Teorema 2.7

Primeiro facamos m = a - a = b* — 1, agora consideremos o numero (z,),, com uma
quantidade impar de algarismos a;. Vejamos

(Tn)p = (a2rQor—1- " Qp108Qk-1GK—2 - Q100)0
aoib®™ 4 agp 1 bF T 4 g BT bt a4 b Fag
e assim
(z),)p = agh® + a bt g BT bt + ak+1bk_1 + o+ agp_ 1 b + ag,
fazendo (y, )y = (zn)s — (2,)p, Obtemos que

(yu)o = aok(V* ' = 1)+ a1 (b = b") + -+ ap (P =) +
+ak71(bk71 . bk+1> 4o al(bl o b2k72) + CLQ(l i b2k>

Donde obtemos

W)y = (@' = 1)+ agr b0 72 = 1) + - apa b IO - 1) +
tap_ "1 = b%) + -+ arb(1 — b*F72) + ap(1 — b%F).

Do Lema 5.5 temos que b* — 1 é divisivel por m para todo inteiro positivo i. E assim,
obtemos que (y, ), é multiplo de m, por conseguinte (y/,), (ordem inversa dos algarismos
a;) e By, também sdo miltiplo de m.

Também de modo similar obtém-se que o resultado para um nimero (x,), com uma
quantidade par de algarismos a;. [
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6 Segunda Demonstracao da Teorema 2.7

Os numeros de Ball também foram abordados no belo trabalho de Webster[10]. Além
do critério de divisibilidade, o autor também estabeleceu a quantidade de ntimeros de
Ball em termos da quantidade de algarismos de um nimero na base 10. Nesta secao
apresentamos uma demonstragao adaptada do critério de divisibilidade para base uma
b qualquer.

Como antes, seguindo nossa notacao (e Algoritmo 2.1), sejam (x,1), um nimero
com n + 1 algarismos na base b > 2 e (z],,,), seu reverso, considerado com n + 1
algarismos mesmo se aparecer zeros a esquerda. Assim,

(Tng1)y = (np_1...Qu_i...G;...a1a0)p,

/
(1) = (@0@1... ;... Gpi... Gp_10p)p,
com a, > ag. Podemos escrever

(Tnt1)o — (i1 )y = (an — ag)b™ + (an—1 — a)b" "+ + (ap—; — a;)b" " +
et (a = an )b 4+ (a1 — ap1)b+ (a0 — an) -

No entanto, a representacao na base b exige que cada coeficiente seja maior ou igual

a zero e menor que b. Em alguns casos, para que o coeficiente fique positivo, necessita

deslocar b da ordem ¢ para i — 1 (o famoso deslocar uma dezena ou “empresta um” na
base 10). Escrevemos,

(Tns1)o — (@hi1)y = (an —ao — 20—1)b" + (an-1 — a1 — Zn—a + 2, 100" 1 + ...

—l—(an,i —Q; — Zpn—i—1 + Zn,ib)bnii + -+ (ai — Qp_j — Zi—1 T+ Zzb)bl +
s ((11 — Ap—1 —20+Zlb)b+ (ao—an‘l—Zob) .

Definindo z_; = 2, = 0 e recursivamente para z;, ¢ =0,...,n — 1,
L {1; se a; — Ap_; — Zi—1 < 0 ;
.=

0; sea; —ani—2-12>0;

e assim, segue que 0 < a; —a,_; — z;_1 + zb <bparai=0,...,n — 1. Escrevemos

n

(Wn)o = (@ns1)o = (@)o = (a5 = api = i1 + 20)b'

=0
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Por hipétese, temos que a,, > ag, logo zg = 1. E com esta notacao podemos escrever
um nuimero de Ball da seguinte forma:

By = (Yn)s + (Yoo

= Z((az — Qp—j — Zi—1 + Zzb) + (an,i —Q; — Zpn—i_1 + Znﬂb))bl

i=0
- i(_zi—l + 2ib — zZp_io1 + zpib)b’
i=0
- z”: ziab' Xn: b = i Zni—1b’ + i b
=0 i=0 i=0 0

n n

n—1 n—1
- _ § Zibz-‘rl 4 § Zibz—&-l . § Zn_ibz—l + b2 E Zn_ibz—l
1=0 i=0 i=1 i=1
n

= (b2 — ].) Z Zn—ibi_l
i=1
= (B® = 1)(2021 - Zn_1)p -

Portanto o nimero de Ball generalizado B, ¢ um multiplo de b — 1.

7 Quantidade de Numeros de Ball e a Sequéncia de
Fibonacci

Agora consideremos o numero (xg), constituido por um nimero par de algarismos
(ou (Zox+1)p constituido por um nimero impar de algarismos), e uma funcao B(k) que
associa a quantidade de nimeros de Ball B, obtidos a partir de um nidmero com k
algarismos.

Em qualquer base b > 2, a quantidade de diferentes ntimeros de Ball obtidos de
nimeros com n+1 algarismos é dada pela quantidade de diferentes ntimeros (2921 . . . 2,-1)p
que surgem no processo descrito na Se¢ao 6. Novamente, considere z_; = z, = 0 e re-
cursivamente para z;, 1 =0,...,n — 1,

1 sea; —an_;j— 2.1 <0;
Z; =
0 SGCLZ'—CL”_Z‘—Zi_le.

As listas (2021 - .. 2n—12n)p, definidas recursivamente da forma acima, sdo chamadas
de codigos, isto é, possiveis niimeros que aparecem na fatoracao de um numero de
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Ball. Ressaltamos que nem todas as listas de 0’s (zeros) e 1’s (uns) sdo cédigos e, por
comodidade, indicamos (2921 . .. 2,—12n)p POT 2021 - - - Zn—12, €m qualquer base b.

Pela maneira como obtemos um numero de Ball, uma certa simetria é esperada nos
codigos. Passamos agora a caracteriza-los.

Segue diretamente da definigao que

Proposicao 7.1. Se a,, > ag entao zo =1 e z, = 0.
E mais,

Proposicao 7.2. Para algumi=1,...,n— 1, temos:
1. Se zix1 =1e 2z =0, entao z,_;_1 = 0.
2. Sezii1=0ez =1, entao z,_;—1 = 1.

Demonstragao. (a) Temos que z;41 = 1, assim

0 < @igp1 — Au_(ig1) — Zigl—1 = Qi1 — Qi1 — Z;
2z;=0
= Qj41 — Qp—i—1 -
Assim, a,,_;_1—a;;1 > 0, um nimero inteiro maior que zero, dai a,_; 1 —a;41—2p_i_2 >
0, ou seja, z,_;—1 = 0.
(b) Para z;1 = 0 temos a;41 — ap—j—1 — % > 0. Como z; = 1, obtemos que
Aig1—Up—i—1—120=ap_j1—ix1 < 1= apj—1— Qi1 —2n—i—2 < —1—2,_;_9 <0,
e assim z,_;_1 = 1.

O

Em acordo a Proposicao 7.2, caracterizamos os codigos como sendo as listas de 0’s
e 1’s, com zy = 1 (ou z, = 0) e que satisfaz a condi¢ao de simetria. Assim a afirmacao
anterior mostra um tipo de simetria esperada no problema. Em alguns casos (dado o
valor de z;), podemos determinar z,_;_; a partir do valor de z;;.

Proposicao 7.3. Seja 2021 ... 2n_12n2ns1 - - - Zon 0 cOdigo gerado por um niumero com
2n + 1 algarismos,entao z,_1 = zy.

Demonstracao. Segue da definicao que, se z,_; = 1, entao
Ap — Aoy, — Zn—1 = —1 < 0 .

Portanto, z, = 1. Por outro lado, se z,_; = 0, entao a,, — as,—, — 2,—1 = 0. Donde
obtemos, z, = 0. O
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Proposicao 7.4. A quantidade de cddigos com 2n+ 1 algarismos € igual a quantidade
de codigos com 2n algarismos.

Demonstracao. Dado um cédigo com 2n + 1 algarismos, ao retirarmos o algarismo da
posicao média z,, teremos um novo coédigo com 2n. Por outro lado, dado um codigo
com 2n algarismos, podemos incluir na posicao média, em virtude da Proposicao 7.3,
um tunico algarismo de modo a obter um cédigo com 2n + 1 algarismos. Essa bijecao
conclui a afirmacao. m

Denotando por B(k) a quantidade de cédigos com k algarismos, segue da Proposigao
7.4 o resultado.

Proposicao 7.5. Para todo n > 2 temos que B(2n+ 1) = B(2n).
Agora vamos determinar a quantidade de cédigos para todo niimero impar, assim

Proposicao 7.6. Para todo n > 2 temos
B(2n+1)=2B(2n—1)+ B(2n—3) +---+ B(3) + B(1).

Demonstracao. Para calcular a quantidade de cédigos com 2n + 1 digitos, isto ¢, deter-
minar B(2n + 1), vamos proceder de modo recursivo. Seja

(20212223 - RAn—1Znfn+l - - ZQn—322n—2Z2n—1Z2n)7

um codigo com 2n + 1 algarismos, isto ¢, uma lista de 0’s e 1’s, com 2y = 1, 29, =0 e
satisfazendo as condicoes da Proposicao 7.2. Retirando o primeiro e o dltimo algarismos
da lista, obtemos uma nova lista (lista interna) com 2n — 1 elementos que cumpre a
condigao de simetria (Proposigao 7.2).

(2’12233 <o RBn—12nfn+4l - Z2n—322n—222n—1)

Como sabemos, algumas dessas listas sao cédigos e outras nao. Os cddigos sao
da forma 1Y0, sendo Y uma lista, satisfazendo a condicao de simetria e com 2n — 3
algarismos. A quantidade dessas listas é B(2n—1). Dentre as listas que nao sao c6digos,
temos aquelas da forma 1Y'1, cuja a quantidade também é B(2n — 1). Temos também
as listas que nao sao cédigos e iniciam em zero, isto é, z; = 0, teremos as listas da forma
0X1, e segue da Proposicao 7.2, que se zo = 1 e z; = 0 entao 29,1 = 1. As listas da
forma 0X0 nao aparecerao, mas sao em mesma quantidade que aquelas da forma 0X1.

Passamos a contar a quantidade de elementos da forma 0X0. Segue da Proposicao
7.2, que se X nao é codigo, pois a lista inicia e termina em zero. Sendo assim, devemos
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contar a quantidade de listas da forma 0X0 em que X é cédigo. Vamos denotar por
Q(2n — 1) a quantidade dessas listas. Para calcular Q(2n — 1), escrevemos

00...0X0...00,

sendo X um cdédigo com 2r + 1 algarismos. Fazendo r variar de 0 a n — 2, temos que o
numero de listas iniciadas e terminadas em zero é dada pela soma:

B(2n —3)+ B(2n—5)+---+ B(3) + B(1).
Sendo assim,
B(2n+1)=2B(2n—1)+Q(2n — 1) ou seja ,
B2n+1)=2B(2n—1)+ B(2n—3)+ B(2n—5)+---+ B(3) + 1.

Denomina sequéncia de Fibonacci, a colecao de niimeros naturais
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... (7.1)

isto €, a sequéncia I dada pela recorréncia Fj o = Fji1+ Fj; para todo j > 1. Algumas
propriedades podem ser consultadas em [9]. Por fim, a relagdo entre a quantidade de
nimeros de Ball e a sequéncia de Fibonacci (7.1) .

Proposigao 7.7. Seja Fy, a sequéncia de Fibonacci dada em (7.1), entao B(2n+ 1) =
Ey,.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao. A afirmacao é verdadeira para
n =1, pois B(3) =1 = F(2). Supondo verdadeira para k = 1,...n, pela Proposigao
7.6 temos,
B(2n+3) = 2B(2n+1)+B@2n—-1)+B(2n—3)+---+B(3)+1
= 2kt Iy ot Py st -+ R+ H
= Fop + (Fons1 — Fop1) + (Fon1 — Fon—3) +
+(Fop—g — Fops) + -+ (Fs — F1) + F}

veja 9
sl Fop + Fopy1 = Fopyo .

A seguir, apresentamos a demonstracao do Teorema 2.8

Demonstra¢ao. Dado nimero (xg9,41), com 2n + 1 algarismos. Suponha que a, > ao,
segue da Proposigao 7.7 que B(2n + 1) = Fy,. Agora, no caso em que a, = ag, segue
que a quantidade de nimeros de Ball generalizado é a mesma para 2n — 1 algarismos,
assim temos B(2n — 1) = Fy(,_1). E recursivamente, obtemos o resultado. O
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8 Conclusao

De modo surpreendente, algumas propriedades obtidas na base decimal podem ser
estendidas para outras bases. Em alguns casos, a mudanca de base pode facilitar a
solugao do problema, mas isso nem sempre ocorre. De toda forma, conhecer e trabalhar
com bases distintas da decimal nos leva a refletir sobre propriedades e algoritmos que
sao usados rotineiramente, mas de forma mecanica. Os principais exemplos sao os
algoritmos usados para nossas operacoes elementares. Em um nivel mais avancado,
temos os critérios de divisibilidade, por exemplo, o nimero de Ball generalizado B é
multiplo de @ = b — 1 (Proposigao 5.7) e multiplo de & = b+ 1 (Proposicao 5.8). Isso
nao implica diretamente que B, é miltiplo de (a - ), (Obsevagao 5.9). A busca por
padroes, tarefa tao comum na Matematica, é outro ponto de destaque no trabalho. A
relacao entre a quantidade de ntimeros de Ball e a sequéncia de Fibonacci nos mostra a
generosidade da Matemética, mesmo em bases nao decimais. Essa generosidade motiva
a busca por outras relagoes e propriedades que, em breve, serao descobertas.
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